Exercice 1 5 points

Partie A
f) =1+ x* =2x%In(x).

1. « Limite en 0: On sait que liné x*In(x) =0, que lin}) x =0, donc par somme de limites :
X— X—
lim f(x) =1.
x—0
o Limite en +c0: en écrivant f(x) =1+ x%(1-2In(x)),ona:
lim x? = 400, lim —2In(x) = —oo, puis lim 1-2In(x) = —oo et enfin par produit
X—+00 X—+00 X—+00

de limites :

i) = oo

2. Pour toutréel de I'intervalle ]0; +ool, f'(x) = 2x—4xIn(x)—2x? x i =2x—4xIn(x)-2x =
—4x1n(x).
3. Puisque x > 0, le signe de f’(x) est 'opposé de celui de In(x).
On sait que In(x) <0 sur [0; 1[, donc f'(x) >0sur [0; 1[ et que
In(x) >0 sur]1; +ool, donc f’'(x) <0sur]l; +ool.
La fonction f est donc:
e croissantesur [0;1]dela f(1)=1+1-2x1x0=2;
o décroissante sur [1; +oo[ de 2 a moins l'infini.

x |0 1 +00
J'(x) + 0 —
2
F / \
1 —00

4. Lafonction f est continue car dérivable sur I'intervalle [1; +oo] et décroissante de 2 a
moins l'infini : d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un réel unique
a, avec @ €]1; +ool tel que f(a) = 0.
Comme f(e) =1 +e?(1-2lne)=1+e%(1-2)=1-€e%~—6,4.
En appliquant le méme théoréme,onadoncl<a <e.

On admet dans la suite de I'exercice, que 'équation f(x) = 0 n’admet pas de solution sur
I'intervalle 10; 1].
Rem. : comme 0 ¢ [1; 2] le méme théoréme montre qu'il n’existe pas de réel S € [0; 1] tel

que f(B) =0.
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5. On part de l'intervalle [1; 2,7], (avec e = 2,7) dichotomie (1) donne par dichotomie
un encadrement de « par deux réels a et b tels que b—a < 1071,
Comme a = 1,9, C et D sont exclus et A ne donne pas un encadrement au dixieme :
reste la proposition B.

Partie B

On considere la fonction g définie sur l'intervalle 10 ; +ool, par

B In(x)
1+ a2

g(x)

On admet que g est dérivable sur I'intervalle ]0 ; +oo et on note g’ sa fonction dérivée.
On note 6y la courbe représentative de la fonction g dans le plan rapporté a un repére

(O; 7, 7)

1. g estun quotient de fonctions dérivables sur ]0 ; +oo[, le dénominateur étant non nul
(supérieur ou égal a 1), donc quel que soit x €]0; +ool :
1 1+ x%2=2x%In(x)
- 2) _
g = xx(1+x ) 2xln(x)_ _1+x2_2x21n(x)_ )

(1+x2)2 (1+x2)2 - x(1+x2)2 - x(1+x2)2'

2. Le résultat précédent montre que puisque x > 0 et (1+ xz)2 > 0, le signe de g'(x) est
celui du numérateur donc le signe de f(x).
Or on a vu (Partie A question 3.) que f(x) >0sur]0; a[et f(x) <Osur]a; +ool.
La fonction g est donc croissante sur [0 ; a], puis décroissante sur [« ; +oo[ avec un
maximum g(a).
Rem.:onsait que f(a@) =0 < 1+a?-2a’lna < 2a’lna=1+a? <

l+a
Ina=
2a?
1+a?
2 1
Donc g(a) = @ _ 20> _

l1+a2 1+a2 2a?%
3. On note T la tangente a €, au point d’abscisse 1 et on note T, la tangente a 6 au

point d’abscisse a.

1 11
*OnaM(x; y)eTh < y-g)=g'MHx-1) < y=0=2(x-D=zx-5;

e On avu que la fonction a un maximum en « et en ce point le nombre dérivé égal au
coefficient directeur de la tangente en ce point (donc T,) est nul : la tangente est donc

horizontale d’équation y = g(a) ou y = a2

a
1 1 1 .
Donc M(x; y)eT1NnTy < Ex—izﬁ,son
1 1 1
x—lzy = x=1+ﬁetyzﬁ.

1 1
Donc TlﬂTa(l‘l'?; W)
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